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1. Konzepte der xmuauHansumw:mome
Wesentliche Grundideen fiir. heutige xr:Nmuﬁm zur Beschreibung der

Keimbildung wurden bereits in der klassischen Keimbildungstheorie
um die Mitte unseres Jahrhunderts eingefiihrt.. Diese Annahmen sollen: -

im folgenden kurz Ncmmasm:mmmdmwwﬁ,:muam: /1/. “

(i) thermodynamische Annahmen: .

- das Trdpfchenmodell: mmwhnwoWﬁmn xm::uawﬁ smrnowxnuwmo:m: Para-
metern (Dichte, OBerfldchenspannung) charakterisiert werden,
seine Energie wird a:nnzvmw:m:.<oucamsn und einen Oberfléchen-
term erfaBt, mmmoznmwu::@,awﬁ.mnsmn.:smczm:muum: Variable (Ra-
Ecmwtav T N

BDie <mncmmmmn::@ amn mewmwmo:m: xmpawpwa::mmﬁ:monum mawowmﬁm zum:
einen durch die mw:m::nc:@ m»maamﬁwwo:mn Methoden in ‘das cww:mnwum
Konzept Ammn:nxmwn:ﬁpmcam.<o=.mo*mﬁwo: und Translation der qnouww,
chen, statistische qzmdﬂwm.nmwfmamnmwmn:mzm:mnmwmv /1/, zum anderen
n:nn: neue Konzepte zur a:monmﬁpmn:m: mmmn:nmpc::m nmm 1:mmm::nxnn Co-

Wir soHHm:‘Ma zmwamnm: nur mw:wum >mumxﬁm dieser Entwicklung disku-
tieren und Ummn:nm:xm: uns auf xo:Nmu»m. die auf ama Clusterbild
basieren: : e o



1. Eine m»mﬁnm»pmn:m Theorie Ummn:wmpcﬁ die Elementarakte der Clu~
sterbildung auf awxnomxovan:ma Niveau als Bindungs- und mﬁmeNc|
stdnde /3/. Die Bildung kleiner Cluster wird mit dieser Theorie
wm:n gut erfaBt, jedoch kann aufgrund der Vielteilcheneffekte und
amn komplizierten mikroskopischen Dynamik die Entstehung groBer
Cluster nicht aus ersten Prinzipien modelliert werden /4/.

2. Im Gegensatz dazu liefern verschiedene deterministische Theorien
Wachstumsgleichungen fiir die Cluster, in denen die Kinetik des Clu~--
sterensembles im Spitstadium Aomﬁzwwa:mmum::mv des Phaseniibergangs
gut beschrieben wird /5-8/.
legungen werden die Triebkrdfte der Ostwald-Reifung genauer analy-
siert /7-9/. cwmmm déterministischen Ansitze beschreiben jedoch
nicht die erste Etappe des Phaseniibergangs, die Neubildung und das
Wachstum der Cluster bis zur iiberkritischen GréBe. Der EinfluB von
Fluktuationen auf die c<:mswx des Phasenilibergangs wird nicht erfaBt.

3. Eine thermodynamische Analyse:des Phasenilibergangs durch xmwacmwu
d::u zeigt, daB die Beriicksichtigung der Endlichkeit des Systems zu
einem stabilen Gleichgewichtszustand Wm:nm:.xm:: /10/. Weiterhin hat
die Limitierunyg der Gesamtteilchenzahl und des Systemvolumens Ein-
HHLm auf die Kinetik des Phaseniibergangs. Ein stationdres Keimbil-=
dungsregime wird nicht mehr erreicht, vielmehr kdnnen xmwacwwa::w
und Wachstum bereits vorhandener Keime nicht mehr, wie in der klas-
sichen Keimbildungstheorie, unabhdngig voneinander betrachtet werden
'/9/. Fir die Keimbildung im.finiten System existieren kritische
.n:mnaon<:mawmo:m Randbedingungen /11/.
Um nwm genannten drei >mumxﬁm in einer Theorie amn xmpsawpn::u ::a
‘des Keimwachstums zu umn:nxmwn:ﬁuum:_ wird im mowum:am: eine sto-
chastische Beschreibung des 1:mmm::cmn@m:@m <onumwn:wmmm:. Dieses
Konzept bezieht sich auf eine mesoskopische Zeitskale, in der mikro-
skopische Einzelheiten der nwcwﬁmncwuac:m bereits herausgemittelt
sind, aber xwmw:m Anderungen der makroskopischen Systemparameter
(Druck, Dichte, Temperatur ...) mnmmmw werden. Durch den probabili-
mﬁpmn:m: Charakter werden Flukiuationen im System (zuf#llige Ent-
mﬁm:c:m und Vernichtung von Clustern) mit Umn:nxmun:aMuﬁ.

In Verbindung mit thermodynamischen Uber-

B T

SO

!
X

Der <onﬁmww ‘der mowmm:nm: mmwn:nmwc::u amw»m:ﬁ darin, daB der ge-
samte vnowmm des Phaseniibergangs von der Neubildung von Clustern
liber Clusterwachstum big hin zur Ostwald- ~Reifung einheitlich UWWn:nmmu
ben werden kann. E$ besteht mp:m enge Beziehung zu cmxm::ﬁm: Computer~
simulationstechniken. >cmmunma xo::m: aus der maon:mmﬁpmn:m: Theorie
auf einfache Weise nm»mnswzwwaumn:m Gleichungen fiir das Keimwachstum
gewonnen werden /12/. S . .

Die Verteilung von Clustern <mnwn:~mam:mn GriiBe und freien Teilchen
wird von uns als kanonisches Ensemble cmmnzupmcm:. Die Charakterisie-
rung der Cluster erfolgt in Anlehnung-an das klassische Trépichen-
modell. Die N:w&m:nmm:amuc:o,amw.Zmnucam ‘infolge der Clusterbildung
und die Limitietung der mmwmaﬁamwwn:m:Nm:H.zmnam: in nm: ccmnmm:mm-.
:m:nmo:mw:Hanxmwﬁm: m:ﬁvnmm Clusterwachstum umn:nxmpn:ﬁwmﬁ /13,14/.

~

2. Die Mastergleichung ' = S
Wir umﬁnmn:ﬁm: im folgenden nwm zm:nmn:mwﬁwwn:xmwﬁ

P(N, »v wmz ZN .wa‘z: ...Az .ﬁv. > (2.1)

zur Zeit 1t eine diskrete <mnam-::m aus mnmwm: qmpwn:mz nz ), Dimeren
Az ) ... z €lustern awﬁ n umu::nm:m: Teilchen <on~:mu=am:. Bie zeit-

Hwozm >:nmn::m n»mmmn :m:nmn:munw»n:xmwﬂ iwnn durch mowmm:am Master-.
gleichung ammo:nwwam:.

mmﬁm:upa»orczn tiir die Nm»wupn:m >:amn::a der Zahl N nmw xmwam mu:mn
bestimmten GréBe n m:»mmm*mww* zwun uwm separat m:n alle n lésbar
ist, me&onwmwmnﬁ 1Azw...zz.»v :Mn:w da durch die Erhaltung der Ge-

samtteilchenzahl im mw:»»m: m<w»ma mwwm ng:mﬁmumonﬂm:,camu die Be-
NHm:::n o Co

.G.uv




miteinander gekoppelt sind. Die stochastische Entwicklung der Clu-
mmmn<mnﬁme::@ kann damit n2cht mehr auf einen linearen random-walk-
ProzeB reduziert werden, sondern besitzt eine cwam:mwc:w die von der
Zahl der Sorten im System abh#ngt.

Zur Bestimmung der (bergangswahrscheinlichkeiten nehmen wir analog
zur klassischen Keimbildungstheorie Wachstum und Zerfall von Clustern “

iiber nwm.>:wmumﬁ::m und Abgabe freier Teilchen an:

v o h

mmuuuuw (2.8)
>: + >H >:+H ,
we

Die Ubergangswahrscheinlichkeit wh hdngt von der GrdBe der Oberfldche
A:N\uv des Clusters, von der Zahl der Cluster der entsprechenden Sor-
te n und von 'der Dichte der freien Teilchen ab. ol . skaliert die Zeit
und beriicksichtigt spezielle Oberfldcheneigenschaften. Wir erhalten

mit diesen Annahmen /13,14/: ‘

' N
M N I S | (2.5) “
wo(NNC) = odn Nov 5 Ny :u.n n- ,
Die Wahrscheinlichkeit fiir den entsprechenden RiickprozeB wird aus
der Bedingung der detaillierten Bilanz mmzo::w:“

WONN) = :E_Evmkalw.q. mlﬁfm;-lﬁf%uw . (2.6)

Diese Beziehung stellt fiir endliche Systeme die mwmwn:@mzwo:ﬁmwmnwzn
gung dar. Sie verlangt, daB der ‘Wahrscheinlichkeitsstrom zwischen be-
liebigen Zustinden N verschwinden muB: J(N|N') = 0. Eine stationire
Losung mit J = 0 existiert im endlichen System nicht.
F(T,V,N) ist die freie Energie der Clusterverteilung. Unter der An--

nahme éiner idealen Mischung erhalten wir hierfiir /13,14/:

.

> P @D
TOR(TLVLN Ny = :NMH z=¢=+xm25 v An- CW 1.

wobei m ein 1oﬁmrﬁwmuﬁmna ist, der die ocmmmwmn:m:m:mwuwm und die .
mw:ac:mmm:mnmwm des Ciusters berilicksichtigt:

N % | (2.8)

Dieser Ansatz ist genau genommen nur fiir gréBe Cluster giiltig.

A und B sind xo:m»m:wm:.,awm die wumemnmorm: Eigenschaften der Clu--
ster enthalten. Weiterhin mwuﬁ mp =0, mw Dimerbindungsenergie.

Mit (2.5), (2.6) finden zwu fiir die sm:nmnzmH:Hwn:meﬁ der Riickver-
dampfung /13,14/:

zmﬁzzu oh:w\u :,mw,mxn.*ao\n:w _.. An.wv

-

p'(T) ist der mmnﬁmncnmwamsuwancmx@mcmn einer ebenen Operfliche, d
die Kapillarldnge und T, der Radius eines sphirischen Clusters der
GroBe n. . \ .

Die Mastergleichung (2. 2) wird mit Hilfe. von nosucwmnwwacwmﬁuo:ms.
(stochastische u<:mava geldst. Als Ausgangszustand nehmen wir nur-
freie Teilchen an, Abb. 1 zeigt mw:wmm Etappen der Entwicklung der
Clusterverteilung, Aufgrund nmﬂ.m»acwmﬁwo:m: /15/ lassen sich drei
charakteristische Etappen des Phaseniibergangs unterscheiden:.

(1) Zunichst erfolgt mm:m“mﬁmnum,nmn iberwiegenden Keimbildung, in
der eine groBe Anzahl unterkritischer Cluster entsteht und innerhalb

einer kurzen Zeit eine <muﬂmpuczm aus kleinen Clustern 7mnm:m@mapuama
wird. . . .

o

(ii) Nach einer gewissen <mW~mmwn=:mmwmwm (fime lag) erreichen einige
dieser Cluster die :cmnxn»ﬁumnzm GriBe, so daB m»n: eine Etappe des
iiberwiegenden Keimwachstums m:ﬂ:wwmwﬁ cum Zahl der-in Clustern ge-

bundenen Teilcher wichst mﬁmnx m:. :m:nm:n die Besamtzahl der Cluster
bereits wieder abnimmt.: . .
(iii) Im letzten mdmnp:s nmm 1:mmm::am

.

m:mm mM:u die Zahl nmn Clu-

.ster und die Gesamtzahl: mmc::nm:mn Teilchen :m:mN: ‘konstant ::n mw:xu“h
_ﬁcumnm: schwach, Einer nmn uuoamum: nw:mﬁmn setzt mun: “innerhalb

eines xo:x:nnmJNnnonmmmm n:no: ::n wichst bis zu mmu:mn.m:am»mcwwmz
GroBe. Die umN:::oasm:nwum:;qmwpn:mz werden durch w:nx<mnamaum::m )
der anderen nw:w&mu gewennen, - so’ ‘daB ein :swmumncsmmunonmm gebundener’
Teilchen wwn: <oHHNwm:n momﬁtmwn xmum::nv ,

zm:nm:a des- mmmma»m: mnowmmmmm spna die >=mmm:mm:cmummﬁﬁu@::m im Sy-
stem, die eine :oﬁzm:auom <oum:mmmw~c:m fiir den Beginn der Keimbil-
dung darstellt, abgebaut. Die endstabile ClustergriBe wird durch die

‘thermodynamischen Randbedingungen wmmdmmwmmﬁ.




3. Dije moxxmunwwm:nxlmwmwvscsm . .

Wihrend die Mastergleichung die diskrete Entwicklung der Clusterver-
teilung beschreibt und besonders im Bereich kleiner Cluster zu be-

. vorzugen ist, stellt die Fokker-Planck-Gleichung eine kontinuierliche
Beschmbung in Form einer nichtlinearen Differentialgleichung 2. Ord-
nung dar. Von der physikalischen Aussage her sind beide Gleichungen
im Rahmen gewisser N#@herungen #quivalent, allerdings gestattet die
moxxmn|vwm:nxrmwmwnr::m eine weitergehende Diskussion der kineti-
.schen Koeffizienten. )

Wir wollen im folgenden eine Fokker- 1~m:nx Gleichung m:n die Mittel-
werte der Clusterverteilung diskutieren /13,14/. Die zeitliche Ent-
wicklung des Mittelwerts ergibt sich als:

APy, 1) T

LRSS W&z: i |

wobei Az#w Jjede migliche Clusterverteilung bedeutet, die mit der Ne-
’ benbedingung N = const. vereinbar ist. Unter Beriicksichtigung der
meﬁmnowmwn:::w finden wir folgendes mumwn:::mwm<mﬁma"

& Mo ()= Lug_ % + A:LV As Y- Lo > (3.1)

= 2,...,0 .

Die Anderung der' mittleren Zahl der Monomere muB iiber die Beziehung

N
.m»»Azwv +‘:v.uq.wA: z:Vw =0 . (3.2)

umnmnxmww:nwmﬁ‘:mwnm:. Eine xmp:&:m:atnnchzm der Ubergangswahrschein-
lichkeiten w_
Ve AN.HV"

.m.cmAz:m,ﬁvv |®@m Azmnzmv + NQ: Az W v (3.3)

Mit dem Einsetzen der ccmnmm:mmzm:nmn:mwawHo:xn»ﬁm: (2.5), (2.8) und
- der Approximation .Azwz_._v »\\AZHV Az:v erhalten wir schlillich folgende
Fokker-Planck-Gleichung fir die Mittelwerte der Clusterzahlen:

R R I R CR O B

n+l und w -1, nach n bis zur zweiten Ordnung liefert fir

i

~simulation :mos<oww~omm: A>uc NV Wir kénnen eine m:ﬁ:wan::u der -

mit nm: GréBen S _,m

N o d_ . :
o = y?? _..A Hv Pﬂ mquAn”,vv\_ . . (.5)
und . :

7y mz?.fmievu  Ge

v, stellt die aiﬁmg mmmn:ﬁ:&mxaﬁ fiir das deterministische

Clusterwachstum dar, a, amnmhxmwn:ﬁmm» in Form der Diffusion die. -
auftretenden Fluktuationen. : . : : e

Unter Einfiihrung nmm‘xnmawmn:mzmnw:m*mwnmn»:m e h

Mk VL‘,, o

Annnv = d (1n WE N o o G.d
erhialt die nmwmusu:»mﬁuuw:m :mn:mﬂcsmuwmpn:::m (3.5) die Form
|~\u
r ( ) d (
aﬁ An :V. Jm umw.mﬁ mWJﬂ o AWnnv Aw v

Die xnp&wmn:w nw:mwmnunaam hat die 1==xﬂno; einer Selektionsvariab-
len. Nur fiir An_.VV A_..nnv ist die zmo:md:am@mmn:ﬁ:apmxm: positiv. "
Uber die Dichte der freien. Teilchen {N v\< wird -der kritische Radius
~muuu=m=c»u. Er wdchst im nw:wdm: System im- <mnum:m des Phaseniiber- |
gangs an, da n:ua: xmmau»wn:: und* xwuazmn:w&:s freie Teilchen <mn:A‘:
braucht werden. Das :mwad, mcunnazn des Keimwachstums ist es fir Spa-
ter gebildete xmnam zm»*mcm c::m:nmo:mwzwpo:mn. noch eine iiberkriti-
sche GréBs zu mnnmwn:m:. so amn die- mquc:@ :amnxuuﬁwmnsmn Keime mit
der Zeit ma:usan xm»sawwndsu cﬂq xmw5:mo=mﬁ:a xo::m: demnach Ha Hus;
niten System :Hn:ﬂ sm:n ::mu:m:nwo <o:mw:m:nmn umﬁumosﬁmﬁ smunmz.

(3.8) -

Die Lésung nmn 1oxxmﬁcwwn:nx -Gleichung (3. 4) wurde n:nn: ncan:»mnn..:<

Mittelwertsverteilung’ w: N:mH Nm»emxmwmz feststellen /14,15/: R

(1) In einer sehr kurzen: Nmuwmxmwm umwmxmmnﬂ die :wmun;:mpuo:m cmunmn

verteilung in eine uoummosmuﬁwnm <mnﬂmppﬁ:n um den :mn:m»umumom:m:

stabilen Zustand A:uwv Diese <mnﬂmpw=:a ist metastabil.

A»wV In einer Hm:mmum: Zeitskala ‘werden 3wn:ﬂucpmmo:<mnﬁmpwﬁm mH:xn

tuationen :wnxmma. a:no: die nmn smﬁmmﬁmwwwm Zustand verlassen wird. .’

Oie Verteilung <mucum»ﬁmu» sich und in der Umgebung nmn stabilen

ClustergréBe bildet sich eirf zweites Maximum der Verteilung :nnm:m.: -
. ) ,




Anstelle der dnimodalen Verteilung des >:mmm:um~:mmw:nmm ist der : ) . @% .
Endzustand durch eine bimodale Verteilung mmxm::NmMo::mw. die das "
Phasengleichgewicht o:mnmx»mnwmwmwa. pie beiden Zeitskalen kbnnen - : o

mit dem Konzept der Mean First Passage Time niher bestimmt werden . o . i - B - .

/18,15/. ‘ , ;. \
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